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Streszczenie

W artykule zamieszczono kontynuacje cyklu opracowan autora (2007, 2009, 2012) dotyczg-
cych optymalnych metod prognozowania polskich zmiennych makroekonomicznych na
przyktadzie Produktu Krajowego Brutto (PKB). W ramach wykonanego na potrzeby artykutu
badania poréwnano jako$¢ nowcastéw (,prognoz” terazniejszosci) i whasciwych prognoz
okreslonych na podstawie proponowanego przez Mariano i Murasawe (2003) dynamicz-
nego modelu czynnikowego z obstugg mieszanych czestotliwosci danych wejsciowych i bra-
kow obserwacji (MFDG-DFM) oraz rozszerzonego o strukture czynnikowg wielowymiaro-
wego modelu przetgcznikowego Markowa (multivariate Markov switching model) zapropo-
nowanego przez Kima i Nelsona (1999), a nastepnie zastosowanego w praktyce przez Ha-
miltona i Chauvet (2005). Przedstawiono zaplecze matematyczne obu modeli wskazujgc na
modyfikacje kombinowanego podejscia filtru Kalmana oraz metody najwiekszej wiarygod-
nosci (MNW), niezbedne do estymacji nieliniowego modelu z przetgczaniem reziméw zgod-
nie ze schematem Markowa. Uzyskane wyniki sygnalizujg niewielkg przewage modelu Ma-
riano i Murasawy, cho¢ w zakresie ,prognoz” terazniejszosci konkurencyjny model Marko-
wowski dostarcza wynikéw o poréwnywalnej jakosci.

Stowa kluczowe

dynamiczne modele czynnikowe, wielowymiarowe modele przetgcznikowe Markowa,
prognozowanie PKB Polski
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Wstep

Mozliwo$¢ podejmowania decyzji opartych na adekwatnych prognozach sytuacji
makroekonomicznej stanowi jeden z podstawowych filarow prowadzenia polityki
spotecznej, fiskalnej, monetarnej oraz makrostabilnosciowej. W zwigzku z tym
w celu budowy odpowiedniego $rodowiska decyzyjnego na potrzeby decydentow,
majacych W swojej gestii poszczegodlne rodzaje polityk, sg tworzone rozbudowane
zaplecza analityczne angazujace duze zespoty analitykéw. W ramach wspomnia-
nych struktur prognozy otoczenia makroekonomicznego sa formutowane z reguty
z wykorzystaniem ztozonych srodowisk analitycznych takich, jak modele struktu-
ralne lub dynamiczne stochastyczne modele réwnowagi ogdlnej (Dynamic Stocha-
stic General Equilibrium, DSGE).

Badacze akademiccy dysponujac znacznie bardziej ograniczonymi zasobami
ludzkimi oraz znaczaco mniejszymi srodkami finansowymi zwrocili na przetomie
lat osiemdziesiagtych i dziewie¢dziesigtych XX wieku uwage na dynamiczne modele
czynnikowe (dynamic factor models, DFM), ktore na podstawie niewielkiej grupy
zmiennych makroekonomicznych (z reguty liczebnos¢ zbioru nie przekracza 10 sze-
regdéw czasowych) pozwolily na konstruowanie prognoz (szczegdlnie prognoz krot-
kookresowych) o jakosci porownywalnej lub wyzszej od uzyskiwanych za pomoca
pracochtonnych i kosztochtonnych modeli strukturalnych/DSGE. Ws$r6d modeli
tego rodzaju szczegdlne uznanie zdobyly dynamiczne modele czynnikowe pozwa-
lajgce na taczenie roznych czestotliwosci danych wejsciowych oraz zapewniajace
obstuge brakdéw obserwacji.

Obserwowane w ramach stylizowanych faktow istotne zmiany strukturalne oraz
cykliczny charakter kondycji makroekonomicznej analizowanych gospodarek daty
badaczom impuls do uwzglednienia w ramach uzywanych modeli zmiennosci rezi-
méw nieobserwowalnych czynnikow ksztattujacych koniunkture gospodarcza.
W trakcie prowadzonych badan popularnos$¢ zaczety zdobywac¢ modele pozwalajace
na przetgczanie rezimow zgodnie ze schematem Markowa. W swojej pierwotnej po-
staci uzywanej od konca lat osiemdziesigtych miaty one posta¢ modeli jednorowna-
niowych. Wraz z postgpem w dziedzinie metod estymacji w potowie lat dziewigc-
dziesiagtych ewaluowaty one do postaci struktur wielorownaniowych, zapewniaja-
cych jako dynamiczne modele czynnikowe z przelgczaniem Markowa (Markov
switching dynamic factor models) mozliwo$s¢ modelowania nieobserwowalnych
komponentéw (czynnikow).

Celem niniejszego artykutu jest prezentacja wynikéw poréwnania obu podejs¢
(dynamicznych modeli czynnikowych z mieszanymi czestotliwosciami i obstuga
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brakéw danych oraz dynamicznych modeli czynnikowych z przetaczaniem Mar-
kowa) zarowno w zakresie teoretycznym, jak i praktycznych aspektow obejmuja-
cych prognozowanie terazniejszosci - (nowcasts) oraz przysztego przebiegu (fore-
casts) zmiennych makroekonomicznych na przyktadzie polskiego Produktu Krajo-
wego Brutto. W ramach dokonanej komparatystyki zostang przedstawione zaréwno
podstawy teoretyczne obu metod, jak tez sposoby ich estymacji. Zasadniczym ele-
mentem wykonanego badania jest niewatpliwie pordwnanie jako$ci nowcastow oraz
prognoz uzyskanych za pomoca konkurencyjnych modeli poprzez zestawienie od-
powiednich btedow ,,prognoz* terazniejszosci oraz wlasciwych prognoz przysztosci
za pomocg ¢wiczenia w pseudo czasie rzeczywistym (pseudo real-time exercise).
Nalezy podkresli¢, ze jest to pierwsze znane autorowi poréwnanie jako$ci prognoz
uzyskanych za pomoca referencyjnych modeli. Szczegdlnie cenne wydaje si¢ by¢
zastosowanie obu modeli do prognozy na przyrostowym panelu danych o miesza-
nych czestotliwosciach. Zgodnie z wiedza autora ograniczona jest rowniez grupa
opracowan, w ktorych w praktyczny sposob wykorzystany zostalby wielowymia-
rowy model czynnikowy z przetagczaniem Markowa, w szczegélno$ci w zakresie
jego aplikacji do danych z r6zniacymi si¢ czestotliwosciami.

Artykul ma nastepujacy ukltad. W pierwszej czesci, teoretycznej, przedstawiono
zaplecze matematyczne obu proponowanych metod budowy nowcastow i prognozo-
wania makrozmiennych. W drugiej czgséci, po$wieconej praktycznym zastosowa-
niom przedstawionych struktur, zaprezentowano dane uzyte do estymacji, omo-
wiono rowniez wlasciwy proces estymacji modeli oraz okreslono wielko$ci btedow
obliczonych nowcastow i prognoz na maksymalnie cztery kwartaty. W ostatniej cze-
$ci artykutu zamieszczono analizg uzyskanych rezultatow oraz podsumowanie.

1. Przeglad literatury

Historia zastosowan dynamicznych modeli czynnikowych w analizie ekonomicznej
oraz finansowej zostala zainicjowana przez Geweke (1977). Ponad dekadg pozniej
modele te zostaty spopularyzowane przez seri¢ artykutéw pary ekonometrykow
Stocka 1 Watsona (migdzy innymi 1989, 1998). Modele zaproponowane przez obu
wymienionych badaczy miaty charakter niewielkich struktur analitycznych obejmu-
jacych z reguty swoim zakresem kilka zmiennych makroekonomicznych. Probe ge-
neralizacji modeli czynnikowych do obliczen wykorzystujacych rozlegte zbiory da-
nych podje¢li Forni, Hallin, Lippi i Reichlin (Forni i in., 2001) w swoim frameworku,
zwanym uogolnionymi dynamicznymi modelami czynnikowym (generalized dyna-
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mic factor models). Raporty z praktycznych zastosowan dynamicznych modeli czyn-
nikowych wskazaty na inne niz wielo$¢ proby problemy, ktorych rozwigzanie mo-
globy w kluczowy sposob przyczyni¢ si¢ do poprawe trafthosci oczekiwanych sce-
nariuszy rozwoju sytuacji. Wsrod gtownych zagadnien wymagajacych wyjasnienia
mozna wymieni¢ réznorodno$¢ czestotliwosci danych wej§ciowych oraz brak czgséci
obserwacji dla zmiennych stanowiacych podstawe estymacji. Wariant dynamicz-
nych modeli czynnikowych stanowiacy rozwigzanie opisanych probleméw zapro-
ponowali Mariano i Murasawa (2003). Praktyczne zastosowania przedmiotowej
struktury analitycznej przedstawili w krotkim odstgpie czasu Camacho i Perez-Qui-
rios (2009) oraz Arouba, Diebold i Scotti (2009).

Podstawy modelowania zmiennych makroekonomicznych za pomoca jedno-
rownaniowych modeli z przetaczaniem Markowa omowiono w artykutach Hamil-
tona (1988, 1989), a naste¢pnie sformalizowano i rozwinigto W jego przekrojowum
opracowaniu na temat analizy szeregéw czasowych (1994). W swoim kolejnym ar-
tykule (1996) Hamilton w obszerny sposéob przedstawil metodologie testowania spe-
cyfikacji oraz estymacji modeli przetacznikowych. Uogolnienie podejscia przetacz-
nikowego na struktury wielowymiarowe, wykorzystujace w szczegdlnosci dyna-
miczne czynniki przedstawili Kim i Nelson (1999) a w praktyce zastosowali je
Chauvet i Hamilton (2005).

Autor niniejszego artykutu od ponad 7 lat konsekwentnie rozwija metody anali-
tyczne shuzace do prognozowania kluczowych krajowych zmiennych makroekono-
micznych. Opis podejscia czynnikowego mozna znalez¢ w jego pracach z 2007 (Lu-
pinski, 2007) oraz 2009 roku (Lupinski, 2009). Z kolei w 2012 roku zostat opubli-
kowany artykut autora (Lupinski, 2012), w ktérym poréwnano jako$¢ prognoz kra-
jowego PKB uzyskanych za pomoca podstawowego dynamicznego modelu czynni-
kowego oraz modelu czynnikowego obejmujacego mieszane czestotliwosci i ob-
shuge braku danych.

2. Dynamiczny model czynnikowy z mieszanymi czestotliwosciami
i niezbilansowang préba

Jako model referencyjny zostanie przedstawiony model zaproponowany przez Ma-
riano i Murasawe (2003), ktory nastepnie rozwinigty zostal przez Perez-Quirios
(2009, 2010). Mariano i Murasawa oraz Perez-Quirios w prosty koncepcyjnie spo-
sob rozszerzyli mozliwosci standardowego $rodowiska Stocka i Watsona (1989,
1998) opartego na dynamicznym podejsciu czynnikowym opisanym w przestrzeni
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standw, poprzez obstuge mieszanych czestotliwos$ci 1 niezbilansowanej proby (ra-
gged edges). W pierwszej czeSci biezgcej sekcji zostanie przedstawiony szkic bazo-
wego modelu dynamicznych czynnikdw, a nastgpnie zostang omdéwione elementy
uzupelniajace jego strukture dodane przez wymienionych badaczy.

Przyjmijmy, ze dana jest sekwencja (dlugosci T) wektorow obserwacji N ma-
kroekonomicznych szeregdw czasowych:

Y = V1, Yo ..., Ye] @)

Wspomniane szeregi opisuja biezaca sytuacj¢ gospodarcza danego kraju. Wek-
tor obserwacji tychze szeregéw zebrany dla danego okresu t moze by¢ postrzegany
jako realizacja wielowymiarowego procesu stochastycznego Y, ktory bedzie mode-
lowany w ramach zaproponowanej struktury ekonometrycznej. Przyjmowane jest
rowniez dodatkowe zatozenie, iz sita wiodacg wspomnianego procesu stochastycz-
nego jest grupa nieobserwowalnych komponentéw (czynnikéw) reprezentujacych
biezacy stan, w ktorym znajduje si¢ analizowana gospodarka. Wygodnym sposobem
zapisu modelu zawierajacego nieobserwowalne czynniki jest przestrzen stanow
(state-space) sktadajaca sie¢ z dwoch blokdéw rownan.

Pomiarowego, okreslajacego relacje pomigdzy obserwowanymi zmiennymi
i nieobserwowalnymi czynnikami - Przejscia, okreslajacego dynamike w czasie nie-
obserwowalnych komponentow:

Yi = Hif + Az + e (2)
Gh=p+ Fii_ 1+ 3)

(5)~~(o(5 o)) @
gdzie:

H, A, F sag macierzami o wymiarach (nxr), (nxk) i (rxr),
et i Vi reprezentuja bledy typu i.i.d pochodzace z rozktadu Gaussowskiego z odpo-
wiadajacymi im macierzami R i Q.

Przy tak zdefiniowanym modelu celem ekonometryka jest estymacja nieobser-
wowalnych czynnikow zgrupowanych w wektorze fi1 dla wszystkich okresow
proby (t=1, 2, ...,T). Estymacja nieobserwowalnych czynnikow moze zosta¢ prze-
prowadzona pod warunkiem znajomos$ci parametréw strukturalnych modelu (ele-
mentow macierzy H, A, F, R, Q). Jako, ze parametry te nie sg znane etap wlasciwego
obliczania czynnikdw musi zostac¢ poprzedzony estymacja tychze parametrow. Z re-
guly w tym celu jest stosowana kombinacja filtru almana z Metoda Najwigkszej
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Wiarygodno$ci (MNW), chociaz w literaturze relatywnie czesto uzywane jest row-
niez podejscie Bayesowskie.

Zaproponowane przez Mariano i Murasawe (2003) oraz przez Pereza-Quiriosa
(2009) rozszerzenia standardowego dynamicznego modelu czynnikowego zapisa-
nego w przestrzeni stanow pozwalaja na prowadzenie estymacji, w przypadku gdy
dostepne dane maja rézne czestotliwosci oraz posiadajg niezbilansowany koniec
proby. Pierwsze z rozszerzen pozwala na zapisanie relacji pomiedzy danymi o ni-
skiej czestotliwosci 1 wysokiej czgstotliwo$ci w oparciu o przyblizenie geome-
tryczng $rednig $Sredniej arytmetycznej. Powinno ono by¢ stosowane wylacznie do
danych majacych charakter przeptywoéw. W ponizszym przyktadzie relacjg zwig-
zane sg dane kwartalne Y z danymi miesi¢cznymi X:

Nob X, N s

Y =3 = 23X XX o)t

In(Y:) =In(3)+ %FH{)::]# + +ln(Xi 1) + —In{ X4 ,
In{Yy) — In(Yi_3) = {Fn XN — —En XNig) + - 0 {In Xi1— —In Xi_ad)+.. )
}?&q ,L.ﬂ.lu_l_ l;ﬁ.lil_l_ ‘L:i“]l-l— l;ﬁu: ‘|— ,L:im

gdZIe Y 2% = Yi-Y s, XeaA™ = X - Xt

W przypadku, gdy wszystkie dane sg dostgpne, powyzsza aproksymacja po-
zwala zapisa¢ model jako (wektor f zostaje rozbity na czynniki wspolne (h) i idio-
synkratyczne (i)):

[ }'1_9J [;fl J n [ { hr + % hf_1+|ili'f_J+_|i|i'f_{+_hf_l_|:|

}'le I% lljhf
" —11?+—11f—1+11?—1+—11f—{+—11%—lJ
it
D Lihe = vpe ©)
H{LJE.I? = i j.t

Uh.t . an 0
BAERICH K

Drugim z wprowadzonych rozszerzen jest zagniezdzony mechanizm obstugi
brakoéw obserwacji wewnatrz oraz na koncu proby (niezbilansowany koniec proby).
Rozwigzanie przyjete dla obu wariantow jest analogiczne. Brakujgce obserwacje sg
zastgpowane wartosciami wylosowanymi z rozktadu Gaussowskiego o parametrach
rownych estymatorom parametrom obliczonym dla wej$ciowych szeregéw czaso-

wych.
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= | Yijesli Yy, jest dostgpne
Yot = { wy ¢ jesli Yy jest niedostepne (7)

gdzie: wj—~ N(u,0), 1,0 sa estymatorami dwoch pierwszych momentow.
Ponadto, obstuga brakéw danych pocigga za soba konieczno$¢ modyfikacji

struktury modelu oraz czyni proces estymacji dwuwariantowym (przyktad dla ob-
stugi brakow danych pierwszej zmiennej):

}:1.# ) yi(ghe + Shio1+he_o+ Fhi_s+ hi_a)
Yt i vihe
sht+Fhe—1+ie—2+ Flhi—a+ Fie—a }

+ .
YR
jesli Y7 jest dostepne (8)
Y14 _ 0 0 0 T e - P
[ }_,-H} = [m_ J - [‘ijhr} - [é..l'-?} + [ 0 } jesli gy nie jest dostepre
i ¢ = ."\"{rh.r?l\]

Jak wida¢ z powyzszego opisu, rozszerzenia zaproponowane przez Mariano
i Murasawg¢ oraz Perez-Quiriosa pozwalaja na relatywnie proste rozwigzanie nie-
zwykle czesto spotykanych w przypadku estymacji modeli makroekonometrycz-
nych probleméw dostepnosci danych z mieszanymi czgstotliwo§ciami oraz niezbi-
lansowane;j proby.

3. Wielowymiarowy dynamiczny model czynnikowy z przetagczaniem
Markowa

Obserwacja makroekonomicznych szeregéw czasowych (tak zwane Stylizowane
fakty) wskazuje na ich odmienng charakterystyke w okresie recesji oraz boomu.
Analiza empiryczna pozwala na stwierdzenie, ze w poszczegolnych fazach cyklu
koniunkturalnego procesy stochastyczne rzadzace zachowaniem wspomnianych
szeregdbw podlegaja zmianie. Modele pojedynczych szeregow czasowych uwzgled-
niajace zmienno$¢ rezimow zostaty opracowane po raz pierwszy przez Hamiltona
(1988, 1989). Zgodnie z pomystem Hamiltona zmiana (przelgczanie) rezimow
w zaleznosci od fazy cyklu nastepuje zgodnie ze schematem tancuchow Markowa.
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Uogolniona wersja dynamicznego modelu czynnikowego uwzgledniajacego
przetaczanie Markowa, pozwalajaca na jednoczesna analiz¢ wielu szeregdw czaso-
wych, opracowana zostata przez Kima i Nelsona (1999). Zgodnie z ich podejsciem
struktura przetacznikow Markowa zostata wiaczona do dynamicznych modeli czyn-
nikowych reprezentowanych w przestrzeni stanow. Ponizej przedstawiony zostanie
model Kima i Nelsona, obejmujacy zaréwno estymacje, jak i prognozowanie nieob-
serwowalnych czynnikow na podstawie algorytmu filtrowania (filtering) wraz z al-
gorytmem walidacji uzyskanych wynikow za pomocg algorytmu wygladzania
(smoothing).

Punktem wyjscia do analizy czynnikowej wielu szeregéw czasowych z przela-
czaniem Markowa zaproponowanej przez Kima sg dwa bloki rownan przestrzeni
stanow:

Yi=Hg, B+ Ag, 2t + &4 v
By = ps, + Fg, i1+ Gg,vy uo
__ , fs, 0
( 5;:) ~ N (ﬂ' ( 0 @5, )) .

gdzie:
Y t jak poprzednio jest wektorem N makroekonomicznych szeregdw czasowych,
prjest wektorem J nieobserwowalnych zmiennych bedacych wiodacymi czynnikami
majacymi wptyw cykl koniunkturalny.

Elementy macierzy okreSlajacych dynamike¢ zmiennych obserwowalnych
i nieobserwowalnych (Hsi: As.. Fs,. Gs.. Bs,. Q%) oraz wektor statych us
w réwnaniu przejscia (10) zaleza od zmiennej St modelowanej za pomoca tancucha
Markowa, ktory moze przyjmowaé M stanow (5t = 1.2, ... M} Prawdopodobien-
stwa przejScia pomiedzy poszczegdlnymi stanami sg zebrane w macierzy:

Pun iz - Pim
P21 Pozx ccc Bapg

L (12)
Pafl Padz -0 PASM

gdzie: pij = Pr[S: = j|St1 = i].

Konkretna posta¢ macierzy przestrzeni stanow w zdefiniowanym punkcie czasu
t zalezy od rezimu charakteryzujacego stan gospodarki. Dynamika rezimu wptywa
na zmian¢ wielkosci elementow tychze macierzy.
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Biorgc za przyklad pierwsza z wymienionych macierzy Hs;, jej element (k,I)

(k1.5 Jmoze by¢ okreslony jako pochodna hipotetycznych elementéw macierzy we
wszystkich rozwazanych stanach S;=1,2,...,M:

hk.f..»;,. =hei1S1e +hepaSe e + oo+ bt s Sae (13)

Ze wzgledu na mozliwos$¢ przyjmowania przez zmienng generowang przez pro-
ces Markowa w okresie t i t-1 M roznych stanow, procedura filtrowania Kalmana
generuje w kazdym kroku zbiér M? prognoz zmiennych nieobserwowalnych i po-
wigzanych z nim btedow prognoz. Ponadto ze wzgledu na charakterystyke M-stano-
wego tancuchu Markowa opartego o zaleznos$¢ na jeden krok wstecz, kazdy z kro-
kéw procedury filtrowania Kalmana powoduje koniecznos$¢ rozwazenia M nowych
przypadkow. Zaproponowane przez Kima i Nelsona podejscie rozwigzuje problem
»przeklenstwa wymiaru® (plethora of dimension). Zastosowanie przyblizen pozwala
na zredukowanie M? -elementowych macierzyfy™ i Py odpowiednio prognoz
1 bledow prognoz czynnikdéw nieobserwowalnych do M - elementowych wektoréw
Prd 1 Py,

Filtr Kalmana kombinowany jest z rozszerzong wersjg filtru Hamiltona w celu
obliczenia warunkowej funkcji gestosci y: wzgledem wi., oraz prawdopodobienstw
przebywania gospodarki w okresie t w jedynym ze stanow przy wykorzystaniu
zbioru informacyjnego dostepnego w tym okresielb[2" = Y ]) W pierwszym eta-
pie procedury Hamiltona obliczane sg prawdopodobienstwa migracji ze stanu
i do stanu j dla zbioru danych okre$lonego w okresie t-1. Obliczone prawdopodo-
bienstwa uzywane sa wraz z taczng funkcja gestosci Y, St,St1 uzyskiwang na podsta-
wie parametrow otrzymanych na wyjsciu filtru Kalmana do okreslenia w kolejnym
etapie warunkowej funkcji gestosci yi. W ostatnim etapie obliczane jest prawdopo-
dobienstwa obowigzywania w okresie t poszczegoélnych rezimow.

Podsumowujac przedstawiona powyzej zaproponowang pierwotnie przez Kima
i Nelsona procedur¢ uzyskiwania estymacji nieobserwowalnych komponentow
i prawdopodobienstw obowigzywania rezimoéw w dynamicznym modelu czynniko-
wym z przetaczaniem Markowa mozna stwierdzi¢, ze sktada si¢ ona z trzech pod-
stawowych blokow:

e zmodyfikowanego filtru Kalmana;

e rozszerzonego filtru Hamiltona;

e procedury redukcji wymiaru uzyskanych estymatoréw nieobserowalnych

komponentoéw i ich $redniokwadratowych btedow prognozy.

W swojej pracy Kim i Nelson zaproponowal rowniez algorytm wygladzania
(smoothing) nicobserwowalnych czynnikoéw oraz prawdopodobienstw znajdowania
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si¢ gospodarki w jednym ze stanéw. W poréwnaniu z opisang wczesniej procedura
filtrowania wygtadzanie pozwala na estymacje czynnikéw i prawdopodobienstw
z wykorzystaniem calego zbioru informacyjnego dostgpnego w probie (obserwacji
o indeksach t=1,2,...T). Wygtadzanie odbywa si¢ w czterech krokach, na podstawie
wektorow zmiennych ,Bt|t.1(i’j),Pt|t_1(i’j),ﬂt|1(i’j),Pt|t(i'j),Pr[St = Jll//t] oraz Pr[St = jll//t.j_] obli-
czonych 1 zapisanych w poszczegdlnych krokach procesu filtrowania. Procedura,
podobnie jak w przypadku filtrowania, realizowana jest iteracyjnie na wektorach ob-
serwacji, poczawszy od T-1 konczac na obserwacji z indeksem 1.

4. Dane wykorzystane do estymacji modelu

Estymacja modelu dynamicznych czynnikéw z mieszanymi czestotliwosciami i ob-
stuga brakow danych (MFDG-DFM) i modelu czynnikowego z przetaczaniem Mar-
kowa (MS-DFM) oraz prognozowanie polskiego PKB zrealizowana zostata na pod-
stawie grupy zmiennych uzywanych wczesniej przez autora (Lupinski, 2012) do po-
réwnania jakosci modelu MFDG-DFM oraz standardowego modelu czynnikowego
opracowanego przez Stocka i Watsona (1989). Wsrod wybranych wowczas danych
znalazty sie:

e krajowy pkb w cenach statych;
indeks produkcji przemystowe;j;
indeks obrotow handlu detalicznego;
import;
eksport.

Polski PKB zbierany jest z czestotliwoscia kwartalna, cztery pozostale zmienne
posiadaja czestotliwos¢ miesieczng. Dobor powyzszych wskaznikow zostat uzasad-
niony zaré6wno ich wiasno$ciami statystycznymi (za pomocg korelacji krzyzowej
oraz koherencji zbadana zostata sita zaleznosci pomigdzy grupa 20 kandydujacych
zmiennych wejsciowych), jak i ich istotno$cia w opisie zjawisk gospodarczych. In-
deks produkcji przemystowej oraz wskaznik importu pozwala na obserwowanie pro-
cesu tworzenia krajowego PKB, wskaznik eksportu daje podstawe do §ledzenia pro-
cesow dystrybucji produktu krajowego, natomiast indeks obrotow handlu detalicz-
nego reprezentuje strone popytowa polskiej gospodarki. Podstawowe informacje na
temat zmiennych uzytych do estymacji zaprezentowano w tabeli 1.
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Tab. 1. Zmienne makroekonomiczne uzyte do estymacji modeli MFDG-DFM oraz DFM-MIDAS.

Zmienna Czestotliwos¢ Zrédto
PKB Kwartalna GUS
Indeks produkcji przemystowe;j Miesieczna GUS
Indeks obrotéw handlu detalicznego Miesieczna GUS
Import Miesieczna GUS
Eksport Miesieczna GUS

Zrédto: opracowanie wtasne.

Do wtlasciwej estymacji obu konkurencyjnych modeli uzyto danych z lat 1997
-2006, natomiast nowcasty i prognozy PKB uzyskano na podstawie danych z okresu
2007-2010. Zastosowanie wzmiankowanych szeregow czasowych do estymacji obu
modeli wymagato ich wstgpnej transformacji. Wszystkie zmienne poddano proce-
durze usuni¢cia efektow sezonowych oraz dni roboczych za pomoca metody
TRAMO/SEATS dostepnej w udostepnianym na licencji open source pakiecie De-
metra+. Dane pozbawione obu rodzajéw efektow zostaty skontrolowane na obec-
no$¢ pierwiastka jednostkowego. Podobnie jak we wczesniejszym badaniu autora
(Lupinski, 2012) w przypadku wszystkich pieciu zmiennych na podstawie testu ADF
(Augmented Dickey-Fuller) stwierdzono brak stacjonarnosci. Ostatecznie do esty-
macji modeli wykorzystano wigc pierwsze roznice logarytméw zmiennych wejscio-
wych.

Z punktu widzenia finalnego zastosowania estymowanych modeli (nowcasty
i prognozowanie w pseudo czasie rzeczywistym krajowego PKB, pseudo real-time
nowcasts and forecasts) niezb¢dne byto odpowiednie przygotowanie zbioru danych
pozwalajace na odzwierciedlenie naptywu w czasie poszczegolnych obserwacji uzu-
petniajacych koniec proby. W celu symulacji przyrostow proby w latach 2007-2010
wykorzystano polski Kalendarz Udostepniania Danych (Data Release Calendar)
udostepniany na stronie internetowej hurtowni danych EBC (EBC Statistical Data
Warehouse, http://sdw.ecb.int). Budowa ,,rosnacego” panelu danych na potrzeby
nowcastow i prognoz zmiennych wejsciowych uzytych modeli byta jednym z naj-
bardziej wymagajacych czasowo elementow wykonanego przez autora badania.
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5. Estymacja referencyjnych modeli

Wykorzystujac opisang w poprzednim punkcie grupe zmiennych makroekonomicz-
nych dokonano estymacji obu porownywanych ze soba modeli: referencyjnej struk-
tury Mariano-Murasawy oraz modelu czynnikowego z przelaczaniem Markowa.
W obu przypadkach parametry modelu obliczono wykorzystujac metod¢ najwick-
szej wiarygodnosci (MNW) potaczong z filtrem Kalmana (oraz z mechanizmem wy-
gladzania dla modelu z przetacznikami Markowa). Identyfikacja odpowiedniej
struktury modeli (wtasciwej ilo$ci opdznien w réwnaniach determinujacych dyna-
mike zmiennych obserwowalnych i nieobserwowalnych czynnikoéw) zrealizowana
zostata na podstawie kryteriow informacyjnych Akaike i Bayesa (odpowiednio AIC
i BIC). Do prognozowania PKB wybrane zostaty modele z minimalng wartoscig kry-
teriow informacyjnych.

Zastosowana w praktyce struktura modelu MFDG-DFM przedstawiata si¢ na-

stepujaco:

}:1_} _ J151 " ‘i'l{%hp-l—%hp_1+hf_j-l—%hr—.'l-l-%hf_:]

L Yie i vyt
i+ 2 oot 2 g+ Li
n Fhe g1+ !1_2—_1 + gti—3+ Ftie—a jesli Yy . jest dostepne
gt

}’1_} _ 0 0 0 'y ¢ N T s L §
i ¢ = ;'\-'{ril_nl]
H{L“;% = Ui gt

Ut ; ap 0
o] (o[ 5])

gdzie: j=2,3,4,5.

Zmienna Y 1 zarezerwowana zostata dla kwartalnego PKB, zmienne Y 21,Y 3¢
przypisano indeksowi produkcji przemystowej oraz indeksowi obrotéw handlu de-
talicznego, z kolei zmienne Y 4;,Y s; odpowiadaty importowi i eksportowi.

Na podstawie kryteriow informacyjnych AIC i BIC okreslono, Ze bledy idiosyn-
kratyczne zmiennych makroekonomicznych oraz dynamika nieobserwowalnego
czynnika powinny by¢ modelowane za pomoca proceséw typu AR(1). Wyniki esty-
macji modelu MFDG-DFM zrealizowane za pomocg metody najwiekszej wiarygod-
nos$ci przedstawiono w tabeli 2.
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Tab. 2. Parametry modelu MFDG-DFM wyestymowane za pomocg MNW

Parametr | Wartosé Bfad standardowy
V1 0.62 0.11
V2 0.24 0.08
Vs 0.36 0.09
Va 0.67 0.10
Vs 0.74 0.08
) -0.33 0.07
h -0.89 0.09
o) -0.21 0.06
) -0.35 0.09
U -0.56 0.12
U5 -0.42 0.10
o1 0.73 0.14
0 0.83 0.12
o3 0.69 0.09
o4 0.39 0.13
Os 0.40 0.08
Wartosc funkcji wiarygodnosci: 351.85
AIC: -3.37, BIC: -3.32

Zrédto: obliczenia wtasne.

Drugg strukturg analityczng uzyta do konstrukcji nowcastow i prognoz krajo-
wego PKB byly modele czynnikowe uwzgledniajgce przetaczanie rezimoéw zgodnie
ze schematem Markowa. Formalna struktura modelu moze zosta¢ przedstawiona
jako:

Ayie = iSRS +i5:5=1,2,3,4,5;
DL AR — pg,) = vpy

s, = pio + p1Seip > 0

O(L)ijr = vij

Ut nr 0 0
= (o[ 2])

przy czym S jest procesem Markowa przyjmujacym dwa stany (St = {0,1}), przeta-
czanie pomig¢dzy stanami nast¢puje z prawdopodobienstwami Pr[S; = 1,S¢.1 = 1] = p,
Pr[S: = 0,St1 = 0] = q Estymacja modelu realizowana jest tak jak poprzednio za po-
mocg metody najwigkszej wiarygodnosci.

Wyniki estymacji powyzszego modelu zestawiono w tabeli 3.

(15)
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Tab. 3. Parametry modelu MS-DFM wyestymowane za pomocg MNW

Parametr | Warto$¢ | Btad standardowy
p 0.88 0.06
q 0.91 0.08
U1 -0.53 0.11
153 0.35 0.04
Vi 0.51 0.07
Va 0.26 0.06
Vs 0.28 0.03
Va 0.71 0.09
Vs 0.66 0.10
¢ -0.29 0.05
th -0.71 0.15
o) -0.31 0.09
J3 -0.42 0.07
I -0.49 0.13
Js -0.37 0.09
o1 0.91 0.18
[2p) 0.74 0.12
O3 0.61 0.17
Oa 0.39 0.11
Os 0.42 0.06
Wartosc funkcji wiarygodnosci: 314.15
AIC: -4.89, BIC: -4.76

Zrédto: obliczenia wtasne.

W ramach procedury estymacji modeli MFDG-DFM i MS-DFM obliczono
wspolne nieobserwowalne czynniki (odpowiednio hy i ). Po przetransformowa-
niu wraz z szeregiem czasowym PKB do postaci rocznych wzrostéw (analogiczny
kwartal roku poprzedniego réwny 100), zmienne te zostaly uzyte do obliczenia now-
castow 1 prognozowania polskiego produktu krajowego brutto na maksymalnie
4 okresy do przodu (h=0,1,2,3,4) zgodnie z formuta:

k i
Wtk = rp + Z —i + Z_.'J"_J-..:‘,__J- (16)
i=1

=0
W powyzszym rownaniu y jest prognozowang zmienng (PKB), a x egzogeniczng

zmienng wspomagajaca prognozowanie (w tym przypadku odpowiednio nieobser-
wowalnym wspdélnym komponentem hy lub h®), k jest rzedem opodznien procesu
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prognozowanej zmiennej, natomiast | rzgdem opdznien procesu zmiennych pomoc-
niczych.

Nowecasty (h = 0) oraz prognozy referencyjnej zmiennej uzyskane za posrednic-
twem obu uzytych metod zostaly poréwnane za pomoca standardowych miar: $red-
niokwadratowego bledu prognozy (root mean square error, RMSE), §redniego bez-
wzglednego btedu prognozy (mean absolute error, MAE) oraz sredniego bt¢du pro-
gnozy (mean error, ME).

6. Poréwnanie prognoz polskiego PKB uzyskanych za pomoca
alternatywnych modeli

W przedostatniej czgséci artykutu zostanie przedstawiona ewaluacja jakosci nowca-
stow oraz prognoz polskiego PKB uzyskanych za pomocg ¢wiczenia wykonanego
w pseudo czasie rzeczywistym. Jak zostalo to opisane wczesniej, ¢wiczenie to zo-
stalo wykonane za pomocg kroczacego okna o dlugosci maksymalnie 4 kwartalow
z zakresu czasowego obejmujacego lata 2007-2010, czyli okresu ogolnoswiatowego
kryzysu gospodarczego oraz finansowego, majacego swoj poczatek na przetomie lat
2007/2008. Jakos¢ uzyskanych wynikdw poréwnano za pomoca trzech kryteriow:
RMSE, MAE i ME. W tabeli 4 przedstawiono poréwnanie jakosci nowcastow (h=0)
uzyskanych za pomoca obu modeli, MFDG-DFM oraz MS-DFM.

Tab. 4. Poréwnanie jakosci nowcastéw uzyskanych za pomoca alternatywnych modeli

Model RMSE MAE ME
MFDG-DFM 0.43 0.31 0.11
MS-DFM 0.44 0.33 0.10

Zrédto: obliczenia wtasne.

W przypadku obu opisanych modeli jako$¢ uzyskanych nowcastoéw jest bardzo
zblizona. Stosujac kryterium btgdu Sredniokwadratowego oraz §redniego btgdu ab-
solutnego mniejszym btedem obcigzone sa ,,prognozy* terazniejszosci uzyskane za
pomocg dynamicznego modelu czynnikowego, jednak zgodnie z kryterium btedu
sredniego wickszg trafno$cig charakteryzujg si¢ nowcasty otrzymane za pomocg mo-
delu zawierajgcego przelaczanie Markowa.

W drugim etapie badania dwoch zaprezentowanych modeli poréwnano jakosé
prognoz uzyskiwanych w 4 horyzontach, poczawszy od 1 kwartalu konczac na
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4 kwartatach do przodu (h=1,2,3,4). Dla kazdego z horyzontéw obliczono osobne
statystyki i zastawiono je w tabeli 5.

Tab. 5. Poréwnanie jakosci h-okresowych prognoz uzyskanych za pomoca alternatywnych modeli

Model | RMSE | MAE ME

h=1

MFDG-DFM 0.91 0.72 0.11

MS-DFM 0.94 0.77 0.13
h=2

MFDG-DFM 1.02 0.83 0.15

MS-DFM 1.07 0.91 0.19
h=3

MFDG-DFM 1.59 1.28 0.52

MS-DFM 1.70 139 0.59
h=4

MFDG-DFM 2.25 191 0.94

MS-DFM 2.38 2.03 1.08

Zrédto: obliczenia wiasne.

Dynamiczne modele czynnikowe z mieszanymi czgstotliwo$ciami i obstugg bra-
kéw danych pozwalaja na systematyczne uzyskiwanie bardziej trafnych prognoz niz
modele czynnikowe uwzgledniajace przetaczanie Markowa. Nalezy jednak zwroci¢
uwagg, ze odnotowany zysk ze stosowania metody MFDG-DFM oscylowat w po-
szczegblnych horyzontach czasowych w granicach 5%. ,,Wyzszo$¢” metody
MFDG-DFM wynika wigc niemal wylacznie z powtarzalnosci przewagi uzyskiwa-
nej dla poszczegoélnych horyzontéw czasowych w ramach wszystkich uzywanych
kryteriéw trafnosci prognoz. W przeciwnym przypadku trudno bytoby udowodnié¢
statystyczng istotnos¢ modelu MFDG-DFM.

Podsumowanie

Zasadniczym celem artykutu bylo poréwnanie podstaw matematycznych oraz jako-
$ci nowcastow 1 prognoz PKB Polski uzyskanych za pomoca dwoch alternatywnych
podej$é: dynamicznych modeli czynnikowych z mieszanymi czestotliwosciami i ob-
shugg brakéw danych (MFDG-DFM) oraz modeli czynnikowych uwzgledniajacych
przetaczanie Markowa (MFDG-DFM). Czes¢ teoretyczng pracy poswiecono mate-
matycznemu backgroundowi obu metod, szczeg6lny nacisk potozono na oméwienie
schematu estymacji obu modeli. Nastgpnie, na podstawie proby obejmujacej swoim
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zakresem lata 2007-2010 przeprowadzono ewaluacje trafnos$ci nowcastow i prognoz
polskiego PKB z wykorzystaniem kroczacej proby uwzgledniajacej historie na-
ptywu obserwacji na koncach szeregéw czasowych zmiennych uzywanych w bada-
niu (¢wiczenie pseudo czasu rzeczywistego).

W przypadku ,,prognozowania” terazniejszo$ci oba podej$cia dawaty podstawe
do formutowania poréwnywalnych prognoz (z lekkim wskazaniem na czynnikowy
model MFDG-DFM). Dla sformutowanych prognoz bardziej trafne wyniki udato si¢
uzyska¢ w przypadku modelu MFDG-DFM, cho¢ jego przewage nad konkurentem
trudno uznac¢ za znaczacg. W perspektywie jednego roku sformutowane za pomoca
tej metody prognozy byly jedynie o okoto 6% bardziej trafne (wedtug kryterium
RMSE) niz prognozy modelu wykorzystujacego przetaczanie Markowa.

Odpowiedz na pytanie o przyczyng¢ opisanego stanu rzeczy nie jest jedno-
znaczna. Jak wskazaty poprzednie badania autora, przewaga modeli MFDG-DFM
wynika z mozliwo$ci uwzgledniania w jego strukturze naptywu najbardziej aktual-
nych danych z czestotliwosciami wyzszymi od czgstotliwosci prognozowanej
zmiennej. Z drugiej strony modele MS-DFM pozwalajg na uwzglgdnienie zmiany
rezimu rzadzacego polskim PKB, ktorg to zmiang mozna byto niewatpliwie zaob-
serwowac na przetomie 2008 i 2009 roku. Majac na uwadze wcze$niejsze badania
autora oraz brak jednoznacznej przewagi ktorego$§ z modeli w aktualnym poréwna-
niu, niezbe¢dne jest prowadzenie dalszych prac analitycznych majacych na celu mo-
nitoring alternatywnych podej$¢ pozwalajacych na optymalne modelowanie kluczo-
wych polskich zmiennych makroekonomicznych.
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Comparison of quality of Polish GDP forecasts prepared
with dynamic factor models and factor models with
Markov switching

Abstract

The article is a continuation of author’s previous publications’ series (2007, 2009, 2012) de-
voted to optimal methods of Polish macro variables forecasting with special attention
to Gross Domestic Product. In this survey quality of nowcasts and forecasts was prepared
with Mariano and Murasawa (2003) dynamic factor model with mixed frequencies and miss-
ing data handling (MFDG-DFM) was compared with quality of nowcasts/forecasts computed
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with multivariate Markov switching model proposed by Kim and Nelson (1999) and opera-
tionalized by Hamilton and Chauvet (2005). The article presents mathematical background
of both models and describes in detail combined Kalman filter and maximum likelihood
method used to estimate nonlinear Markov switching model. Achieved results show modest
advantage of Mariano and Murasawa MFDG-DFM model Polish GDP forecasts, however
in the case of nowcasts both models provide almost equal quality output.

Keywords

dynamic factor models, Markov switching models, forecasting Polish GDP
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